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2D Graphik: Fouriertransformation

Vorlesung „2D Graphik”
Andreas Butz, Otmar Hilliges
Freitag, 18. November 2005
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Themen heute
• Fouriertransformation

– Grundidee
– Konstruktion der Fourier-Basis
– Phase und Amplitude
– Eigenschaften der FT
– Konvolution und Korrelation im Frequenzraum

• Diskrete Cosinus-Transformation
– Basis der DCT
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Fourier
• Jean Baptiste 

Jposeph Fourier
(1768-1830)

• Französischer 
Physiker und 
Mathematiker

• Erfinder der 
Fouriertransformation
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Fouriertransformation: Grundidee
• Beschreibe beliebige Funktion als gewichtete 

Summe periodischer Grundfunktionen 
(Basisfunktionen) mit untersch. Frequenz



LMU München – Medieninformatik – Butz/Hilliges – 2D Graphics – WS2005 – 18.11.2005 – Folie 5

Periodische Funktionen
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Fouriers Theorem
• Jede beliebige periodische Funktion läßt sich 

darstellen als Summe von cos und sin
Funktionen unterschiedlicher Frequenzen.

• 1. Ist die Funktion nicht periodisch, aber auf 
einen bestimmten Definitionsbereich beschränkt, 
so kann man diesen Bereich einfach kopieren 
(periodisch fortsetzen) und hat damit wieder 
eine periodische Funktion.

• 2. Ein Bild kann man als Zeilen und Spalten von 
nichtperiodischen Funktionen auffassen. Man 
kann also auch ein Bild fouriertransformieren.
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Motivation (1)
• Manche Operationen sind im Ortsraum

(d.h. auf den Pixeln des Bildes) schwer
– Herausfiltern bestimmter Frequenzen
– Beseitigung störender Details
– Konvolution, Korrelation

• Ziel: übertrage Bild in einen Raum, in dem 
diese Operationen leichter sind
– z.B. Zerlegung des Bildes in Frequenzen
– Rückweg muss möglich sein!
– Verschiedene Möglichkeiten, gleiches Prinzip
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Motivation (2)
• Bisher: Darstellung des Bildes im Ortsraum durch den 

Grauwert an einem bestimmten Ort
• Jetzt: Darstellung im Frequenzraum durch cos und sin

Funktionen verschiedener Frequenzen
• Ein Bild kann eindeutig und vollständig in beiden 

Räumen dargestellt werden. 
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Fouriertransformation: Eigenschaften

• Transformation: verändert eine Funktion 
nicht, sondern stellt sie nur anders dar

• Transformation ist umkehrbar inverse
Fouriertransformation

• Analog zum Basiswechsel in der 
Vektorrechnung
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Exkurs: Vektorrechnung
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Anschaulich: Basisvektoren eines Bildes

• Wahl anderer Basisvektoren Transformation 
mittels Basiswechsel

• Basiswechselmatrix vom Rang der Pixelanzahl

1 0 0 0= 1 * 1 0 1 0

0 1 0 0+ 0 * 

0 0 1 0+ 1 * 

0 0 0 1+ 0 * 

bilden eine Basis des R4

sind paarweise orthogonal
haben Länge 1
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Orthogonale Funktionen
• Seien f1 und f2 Funktionen, die an N Stellen abgetastet 

sind (also N-dim. Vektoren)
• f1 und f2 sind orthogonal, falls gilt:

• D.h. das Skalarprodukt der zugehörigen Vektoren ist 0
• N paarweise orthogonale Funktionen f1 … fN bilden 

damit eine orthogonale Basis des N-dim. Raums
• Transformationen zwischen orthogonalen Basen sind 

immer umkehrbar
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Orthogonale Funktionen
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Orthogonale Funktionstransformationen

• Betrachte abgetastete Funktionen wie Vektoren
• Finde neue geeignete orthogonalen Basis
• Üblicherweise Basisfunktionen, die eine 

Bedeutung bzgl. der betrachteten Eigenschaft 
haben
– Fourier-Basis: komplexe, periodische Funktionen
– Kosinusbasis: Kosinusfunktionen

• Transformiere Bild in diese Basis
• Betrachte es dort
• Transformiere zurück

xAy rr
=

yAx rr 1−=
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Die Fourierbasis (1)
• Ausgangspunkt: Bildzeile mit N Pixeln
• 1. Versuch: wähle Kosinusfunktionen

• Wobei u1 … uN ganzzahlige Vielfache   
von u0 = 2π/N

)cos(),...cos(),cos( 21 nununu N
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Fourierbasis (2)

• N=5, ui = 1, uj = 4 = N – uj
• Problem: falls ui = N – uj ist, sind die Abtastungen gleich
• nur N/2 Funktionen verfügbar, keine Basis
• Siehe auch Shannon-Nyquist Theorem, Aliasing



LMU München – Medieninformatik – Butz/Hilliges – 2D Graphics – WS2005 – 18.11.2005 – Folie 17

Fourierbasis (3)
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Basisfunktionspaare
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Erinnerung: komplexe Zahlen
• Im Bereich der reellen Zahlen gibt es 

keine Lösung für   x² = -1
– Einführung der imaginären Zahlen
– i: Lösung der Gleichung x² = -1

• Die Gruppe der reellen und imaginären 
Zahlen nennt man komplexe Zahlen

• Komplexe Zahl z: z = a + i*b, wobei a und 
b reell sind
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Erinnerung: komplexe Zahlen

Imaginäre Achse

Reelle Achse

Imaginärteil i*b

Realteil a z

r

))sin()(cos( θθθ ⋅+=⋅=+= ireribaz i

θ
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Komplexe periodische Funktionen
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Komplexes Skalarprodukt
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Fourierbasis (3)
• 2. Versuch: wähle komplexe Funktionen

• Wobei u ein ganzz. 
Vielf. von u0 = 2π/N

• N verschiedene
Funktionen

• Ist eine Basis

)sin()cos( uniunf +=
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Belastungen beim Carving
Technikanalyse und Kräfte beim Carving
Diplomarbeit zur Erlangung des Eidg. Turn- und Sportlehrerdiploms II

• „Die erheblichen 
Schwingungen erlauben es 
auch nicht, eindeutige 
Aussagen bezüglich absoluter 
Kräfte zu machen. Eine 
Fourier- Analyse hätte 
diesbezüglich eine 
Vereinfachung, […] der 
Diagrammauswertung 
gegeben.“

http://members.fortunecity.com/tvreinach/index.htm
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Repräsentation als Exponentialfunktion

αααα iixxi eeexix ==+++ + )()sin()cos(
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1D-Basisfunktionen

1 0 1 0
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2D-Basisfunktionen
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2D-Fouriertransformationspaar
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Phase und Amplitude
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Beispiele f. Amplitude
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Darstellungsweise

Original
Amplitude 
(zentriert, 
d.h. von –N/2 
bis N/2)

Amplitude 
(log. Skala)

Amplitude 
(zentriert, 
log. Skala)
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Beispiele
Amplitude

Phase
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Einfluss von Amplitude und Phase
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Translation
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Phasenverschiebung
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Periodizität und Symmetrie
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Separabilität
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Konvolution und Korrelation
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Worst case Aufwand im Ortsraum: N4 für Kantenlänge N des Bildes
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Konvolution und Korrelation
• Konvolution und Korrelation sind zwei eng 

verwandte Filter-Operationen.
• Beide können im Ortsraum und im 

Frequenzraum ausgeführt werden.
• Die Operation im Frequenzraum ist eine 

einfache Multiplikation (Aufwand N2).
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Konvolution im Frequenzraum
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Konvolutionskern
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Konvolution am Bildrand
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Diskrete Kosinustransformation (DCT)

• Zerlegung in Wellen unterschiedlicher 
Frequenz.

• Sehr ähnlich zur Fouriertransformation.
• Basisfunktionen sind reell.
• Wird vor allem bei Kompressionsverfahren 

verwendet(JPEG).
• Wie lassen sich genügend reellwertige

Basisfunktionen finden?
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Basisfunktionen der DCT

• Basisfunktionen sind Wellen, deren Wert für jede 
zweite Frequenz u am Anfang und am Ende des 
Intervalls unterschiedliches Vorzeichen haben.
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Basisfunktionen der DCT
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Literatur
• Klaus D. Tönnies: "Grundlagen der 

Bildverarbeitung", ISBN 3-8273-7155-4
• (daraus auch viele Abbildungen der heutigen Vorlesung)



LMU München – Medieninformatik – Butz/Hilliges – 2D Graphics – WS2005 – 18.11.2005 – Folie 50

Projekt- oder Diplomarbeit in Fluidum
• Interaktive 

Schreibtischlampe
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