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Themen heute

* Fouriertransformation
— Grundidee
— Konstruktion der Fourier-Basis
— Phase und Amplitude
— Eigenschaften der FT
— Konvolution und Korrelation im Frequenzraum

 Diskrete Cosinus-Transformation
— Basis der DCT
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Fourler

- Jean Baptiste
Jposeph Fourier
(1768-1830)

 Franzosischer
Physiker und
Mathematiker

 Erfinder der
Fouriertransformation
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Fouriertransformation: Grundidee

« Beschreibe beliebige Funktion als gewichtete
Summe periodischer Grundfunktionen
(Basisfunktionen) mit untersch. Frequenz

N\ /T .

— . % /\/\
+1sin3x) B ~ NN /\/\/\/\/\ A+B

+B+
+ 0.4 sin(7x) D AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA W

LMU Minchen — Medieninformatik — Butz/Hilliges — 2D Graphics — WS2005 — 18.11.2005 — Folie 4



Periodische Funktionen

Parameter
A Amplitude: Intensitat des Signals
¢ Phase: Verschiebung gegentber dem Ursprung
verschiedene GrélBen zur Beschreibung der "Frequenz” [Einheit]
zeitlich f(t) raumdlich f(x)
T Periodendauer [s] L Wellenlange [m]
f Frequenz f=1/T[1/s=Hz] f Raumfrequenz f = 1/1[1/m]
o Kreisfrequenz o = 2nf k Wellenzahl k=2x/A

S cos(2mix)

AN TSNS
T A

T bzw. &
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Fouriers Theorem

« Jede beliebige periodische Funktion lafdt sich
darstellen als Summe von cos und sin
Funktionen unterschiedlicher Frequenzen.

« 1. Ist die Funktion nicht periodisch, aber auf
einen bestimmten Definitionsbereich beschrankt,
so kann man diesen Bereich einfach kopieren
(periodisch fortsetzen) und hat damit wieder
eine periodische Funktion.

« 2. Ein Bild kann man als Zeilen und Spalten von
nichtperiodischen Funktionen auffassen. Man
kann also auch ein Bild fouriertransformieren.
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Motivation (1)

 Manche Operationen sind im Ortsraum
(d.h. auf den Pixeln des Bildes) schwer

— Herausfiltern bestimmter Frequenzen
— Beseitigung storender Details
— Konvolution, Korrelation

« Ziel: ubertrage Bild in einen Raum, in dem
diese Operationen leichter sind

— z.B. Zerlegung des Bildes in Frequenzen
— Ruckweg muss moglich sein!
— Verschiedene Moglichkeiten, gleiches Prinzip
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Motivation (2)

» Bisher: Darstellung des Bildes im Ortsraum durch den
Grauwert an einem bestimmten Ort

« Jetzt: Darstellung im Frequenzraum durch cos und sin
Funktionen verschiedener Frequenzen

« Ein Bild kann eindeutig und vollstandig in beiden
Raumen dargestellt werden.

Frequenzraum

Ortsraum

-

A linverse | | | | | |
~ Fouriertransformation
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Fouriertransformation: Eigenschaften

 Transformation: verandert eine Funktion
nicht, sondern stellt sie nur anders dar

 Transformation ist umkehrbar = inverse
Fouriertransformation

* Analog zum Basiswechsel in der
Vektorrechnung
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Exkurs: Vektorrechnung

(1) (0\
01,11},

\0)\0)
A
1/42 |
.0
(112

1//2
0

\

(0)

ey

(1742 ) (0)
~1//2 || O

\ 0 /\1)

1/42  0)
~1/4J2 0
0 1

J

bilden eine Basis b, des R3
0| sind paarweise orthogonal
haben Lange 1

bilden ebenfalls eine Basis b, des R3
sind ebenfalls paarweise orthogonal
Haben ebenfalls Lange 1

Ist orthogonal und normiert
(d.h. MT = M)

Ist Basiswechselmatrix
von b, nach b,
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Anschaulich: Basisvektoren eines Bildes

Mo Elo| =1 Eloofo]| O
+0* 1|0 0|0 bilden eine Basis des R*
sind paarweise orthogonal
+1*(0 |0 MO haben Lange 1

« \Wahl anderer Basisvektoren = Transformation
mittels Basiswechsel

* Basiswechselmatrix vom Rang der Pixelanzahl
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Orthogonale Funktionen

« Seien f, und f, Funktionen, die an N Stellen abgetastet
sind (also N-dim. Vektoren)

f, und f, sind orthogonal, falls gilt:

fixf, = f(k)f,(k) =0

D.h. das Skalarprodukt der zugehorigen Vektoren ist O

N paarweise orthogonale Funktionen f, ... fy bilden
damit eine orthogonale Basis des N-dim. Raums

Transformationen zwischen orthogonalen Basen sind
Immer umkehrbar
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Orthogonale Funktionen

(30,211)
[ ]

Basis:

(1, 1)
(1r '1)

Anmerkung:

>

L

Transformation:

(30,211) * ( 1 1)= (241, -181)
1 -1
Ricktransformation:

(241,-181) >+:(1 1)T= (60, 422)
1 -1

Das Resultat der Riicktransformation muss skaliert werden. weil die Basis nicht normiert 1st.
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Orthogonale Funktionstransformationen

« Betrachte abgetastete Funktionen wie Vektoren
* Finde neue geeignete orthogonalen Basis

 Ublicherweise Basisfunktionen, die eine
Bedeutung bzgl. der betrachteten Eigenschaft
haben

— Fourier-Basis: komplexe, periodische Funktionen
— Kosinusbasis: Kosinusfunktionen

 Transformiere Bild in diese Basis y — A)?
 Betrachte es dort
» Transformiere zurtick X — A_ly
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Die Fourierbasis (1)

* Ausgangspunkt: Bildzeile mit N Pixeln
* 1. Versuch: wahle Kosinusfunktionen

cos(u,n),cos(u,n),...cos(u, n)

« Wobei u, ... uy ganzzahlige Vielfache
von u, = 211/N
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Fourierbasis (2)

« N=5, u =1, uj=4=N—uj

* Problem: falls u; = N — u; ist, sind die Abtastungen gleich
« =» nur N/2 Funktionen verfugbar, keine Basis

« Siehe auch Shannon-Nyquist Theorem, Aliasing
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Fourierbasis (3)

Abtastintefvalle

1.5

1.0

0.5

0.0

=03

-1.0

Losungen:

:FI‘EL]_H CIlZeIl

Abgetastete Kosinuswellen:
(1 1 1 1)
(1 0-1 0)
(1-1 1-1)
(1 0-1 0)

— frequenzverschobene Perioden (DCT).

— komplexe periodische Funktionen (FT).
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1.5

1.0{ng

0.5

(.0

-0.5

-1.0

1,

=

Q.

Lh

0.0

-0,

LT

—-1.0

Abtastintervalle

Fre (qUEILZEIL

: ‘

Basis-
funktions-
paare

Abgetastete Kosmnuswellen:

(1 1 1 1)
(1 0-1 0)
(1-1 1-1)
(1 0-1 0)
Abgetastete Sinuswellen:
(0 0 0 0
(0 1 0-1)
0 0 0 0
(0-1 0 1)

LMU Minchen — Medieninformatik — Butz/Hilliges — 2D Graphics — WS2005 — 18.11.2005 — Folie 18



Erinnerung: komplexe Zahlen

* Im Bereich der reellen Zahlen gibt es
keine Losung fur x2=-1
— EinfUhrung der imaginaren Zahlen
—i: Losung der Gleichung x2 = -1

* Die Gruppe der reellen und imaginaren
Zahlen nennt man komplexe Zahlen

 Komplexe Zahl z: z = a + I*b, wobei a und
b reell sind
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Erinnerung: komplexe Zahlen

Imaginare Achse

Realtell a 7

Imaginarteil I*b

Reelle Achse

z=a+ib=r-e" =r(cos(d)+i-sin())
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Komplexe periodische Funktionen

cos(@) + i'sin( @)

% Im
sin(d)
> l > i:,'—
cos() Re &,
£

Alle Werte fiir komplexe Zahlen der Form
cos(a)+isin( ) liegen auf einem Kreis mit
Abstand 1 in der komplexen Ebene.
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Komplexes Skalarprodukt

Skalarprodukt zwischen zwe1 Vektoren mit komplexen Elementen:

— Summe der Produkte der Komponenten des ersten Vektors mit der
komplex-konjugierten Komponenten des zweiten Vektors.

— Die komplex-konjugierte zu x=a+i-b 1st x*=a-i-b.
4 Im T

Komplex-konjugierte Re
Komplexe Zahl L

Skalarprodukt:

xe

!

:Z?r_leyfzz_}* 1(Fie( )+iIm(x, )fRe(y, )—iIm(y, ))

i|'=
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Fourierbasis (3)

« 2. Versuch: wahle komplexe Funktionen

f =cos(un)+1sin(un)

* Wobel u ein ganzz.
Vielf. von u, = 211/N

« > N verschiedene
Funktionen

e |st eine Basis
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Belastungen beim Carving

Technikanalyse und Krafte beim Carving
Diplomarbeit zur Erlangunqg des Eidg. Turn- und Sportlehrerdiploms Il

N

14 mm

20 mm

21 mm

« ,Die erheblichen “
Schwingungen erlauben es @
auch nicht, eindeutige “
Aussagen bezliglich absoluter | @ ——a et e ne = L
Krafte zu machen. Eine LA A J—
Fourier- Analyse hatte = A —H
diesbeziiglich eine =8 e L i
Vereinfachung, [...] der z ” ¥
Diagrammauswertung m
gegeben.”

[ Lirker 54— Rachtar Sk, ahe rinten rects|
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Reprasentation als Exponentialfunktion

Taylorreihenentwicklung fiir Kosinus und Sinus:

| 2oyt 5 o xSy
cos(x) =l-——+——+... siN(X)=X——+——+...
20 4 6! 3 5 7
Taylorreihenentwicklung fiir e™:
4 Y x° X - X (hf)z (fx)3
el =l+—+—+—+. e =+ Ly
o2t 3l ! 2! 3!

Es gilt daher wegen i# = -1: cos(x)+i'sin(x) = e~

Phasenverschiebung o kann in komplexen Funktionen als Multiplikation
ausgedriickt werden:

eixeioz

I(Xx+a)

cos(X+a)+isin(x+a)=e
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1D-Basisfunktionen

Bildfunktion: (), i=0,N-1, Ko Elo |

also: N Basisfunktionen

b, (n)=-exp(i-2n/N-n-u), mit Frequenzen u=0,N-1

z.B. by(n)=[(1,1), (1,1), ..., (1,1) ]
Transformation FT : FT(f)=F =1 - B (Vektor-Matrix-Schreibweise)
F(u) :Zmf(n:)-exp(-z'-2m"’N-n-u{), fur alle ©=0,N-1
Riicktransformation FT™' : FT-}(F) = F-B! (Vektor-Matrix-Schreibweise)

fin)=1/N " Z” Flu)-exp(i-2n/N-n-u), fur alle n=0,N-1

AN

Skalierungstaktor, weil die Basisfunktionen nicht normiert sind.
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2D-Basisfunktionen

Welle im Ortsbereich

—

Basisfunktionen sind Wellen (Frequenz,
Richtung, Amplitude, Phase):

exp(i-2m/N-(mu+nv))
Richtung 1st durch Vektor (1 v) gegeben.

Die Basistunktionen der 2-D Fourier-

m . .
transformation sind zerlegbar:

exp(i-2n/N-(mu+nv)) =
exp(i-2n/N-m-u)-exp(i-2n/N-nv)

(komplexer) Funktionswert
im Frequenzbereich
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2D-Fouriertransformationspaar

Transformationspaar fiir Bilder
der Grofle MxN

Transformationspaar fiir qua-
dratische Bilder der Grofie NxN
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Phase und Amplitude

Das Resultat der Fouriertransformation ist eine komplexe Funktion F{().

Der Betrag eines Funktionswerts 1st die Amplitude und der zur reellen
Achse ist die zur Gewichtung der betreffenden Basisfunktion
f(m)
Re Frequenzraum
mplitud
Im m

Amplitude H

.

Ortsraum
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Beispiele f. Amplitude
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Darstellungsweise

Amplitude
(zentriert,
d.h. von —N/2
bis N/2)

Original

Amplitude

Amplitude
(log. Skala)

(zentriert,
log. Skala)
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Beispiele

Amplitude

Phase
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Einfluss von Amplitude und Phase

LMU Minchen — Medieninformatik — Butz/Hilliges — 2D Graphics — WS2005 — 18.11.2005 — Folie 33



Translation

y
v T Entsprechende

F(u,v) Verschiebung Welle im Ortraum
® o um (Ax, Ay)
periodische ,
(u,v) . ellenrichtung
Funktion 1m
Frequenzraum
u

* Translation im Ortsbereich fiihrt zu einer Translation der zusammensetzenden
Wellen.

« Umfang der Translation hingt vom Unterschied zwischen Wellenrichtung
(u v) und Translationsrichtung (Ax Ay) ab.

* Im Frequenzbereich bedeutet die Translation eine Phasenverschiebung.
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Tl‘anSI atlon Amplitude Phase
(Beispiel)

Translation um (Am, An) fiihrt zu einer

Phasenverschiebung
F'(uw)=F(u,v) - exp[-i 2/N-(1: Am~+v-An)] ||| |
ll I||| I IIII
Ll
"lll Ul i
el
e
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Phasenverschiebung

Py =[(Ax, Ay)l-cos(a) / T,,, mit cos(a) - Winkel zwischen Wellenrichtung
und Richtung von (Ax, Ay)

T,, - Wellelange = 1/Frequenz
EEEES;S; Ts,] Entsprechende
<(Ax, Ay),(u,v)> = Y Welle im Ortraum
AV requenzraum

cos(a )=

(Ax, Ay)['|(u,v) o F(uv)

(u,v)

T,, = N27|(u,v)|
=> Py = eXp(i21/N-(uAx+vAy) y
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Rotation: F(u,v) wird in gleicher Weise rotiert wie f(m,n).
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Periodizitat und Symmetrie

e Fiir ein- und zweidimensionale Funktionen mit M bzw. M und N
Werten gilt:

— F(u) = F(ut+M), f(m)=f(m+M)
— F(u,v) = FutMy) = F(uv+N) = F(u+M,v+N)
— f(m,n) = f(m+M,n) = f(im,n+N) = f(m+M,n+N)

« Fiir recllwertige Funktionen f gilt fiir die Fouriertransformierte:
— F(u)=*F(-u)
— Flu,v) = *F(-u,-v)
(reduziert die zu berechnenden Werte um die Hilfte)

*x=a-ib 1st die komplex-konjugierte der komplexen Zahl a=a+ib.
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Separabilitat

Die Fouriertransformation ist separabel, d.h., sie kann zunéchst in M-Richtung
und anschlieBend auf diesen Zwischenergebnissen in N-Richtung ausgefiihrt werden.

kann aus der inneren Summe
? = | r2- {1 . - T ' .-’-}
F(u,v) 1/N Zv Z‘,Mj(m,n) exp(- i:2n-(um+vn)/N) ausgeklammert werden.

= l/Nz-ZV Zuf(n-?,n)-exp(- i-2m-um/N)-exp(-i-2n-vn/N) /
= 1/N2-ZV [Zuf(n-?,n)-exp(- 1'-21T-Lm-?/N)]-exp(-f-Zﬂ-vn/N)
= l/Nz-ZV F, (m.n)-exp(-i-2mvn/N)

Reduziert den Berechnungs-
aufwand von O(N*) auf O(N?).

3
MMM AN AR ANAAG

f(m,n) F.(u/n) F(u,v)
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Konvolution und Korrelation

-2|-1
2|-2
2|3
2|3
-2|-2

Worst case Aufwand im Ortsraum: N* flir Kantenlange N des Bildes
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Konvolution und Korrelation

« Konvolution und Korrelation sind zwei eng
verwandte Filter-Operationen.

» Beide konnen im Ortsraum und im
Frequenzraum ausgefuhrt werden.

* Die Operation im Frequenzraum ist eine
einfache Multiplikation (Aufwand N2).
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Konvolution im Frequenzraum

h(m)-exp(-i2mum/N)

m

‘ F(u)y H(u) ‘ szj(k)'exp(-iZmzk/]\f) >3

=3, 2 [k exp(-i2muk/Nyh(m)-exp(-i2mum/N).

m

=22 | fik)-h(m)-exp(-i2muk/N)-exp(-i2num/N)]

(Verschiebeeigenschaft h(m)-exp(-i2nuk/N) = h(m-/\f))
=2, 2. flkyh(m-k) -exp(-i2num/N)

m

=2 [ 2, Alk)-h(m-k)|-exp(-i2mum/N)
= FT[Z, (kyh(m-k)]  FT[1m)] |
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Konvolutionskern

» Konvolution (1D): [f*h|(m)=X,__, , f(k)-h(m-k)

e Die meisten Konvolutionsfunktionen h sind nur in einem
kleinen Intervall von Null verschieden (Konvolutionskern).

» Mit h(n)#0 fir -K<n<K 1st: [f*h](m)=XZ,_ g x flk)-h(m-k).

* Problem: Rand von /.
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Konvolution am Bildrand

« Losung I: periodische Fortsetzung des Bildes
(diese Losung wird automatisch gewihlt, wenn im Frequenzraum
multipliziert wird)
« Losung 2: Rand 1st undefiniert
— Beibehaltung des urspriinglichen
Resultats 4

— Loschen der Randwerte
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Diskrete Kosinustransformation (DCT)

« Zerlegung in Wellen unterschiedlicher
Frequenz.

« Sehr ahnlich zur Fouriertransformation.
e Basisfunktionen sind reell.

* Wird vor allem bei Kompressionsverfahren
verwendet(JPEG).

* Wie lassen sich genugend reellwertige
Basisfunktionen finden?
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Basisfunktionen der DCT

2m+1 ur 2n+lvr

Clu,v)= a(u)a(v Z: IZ”_ f(m,n LO'%(( v ' ]cos{( N ]
V-1 (Qu+lmzy (2v+l)n;r]
flm,n)=>"" Z a(u)e(v)C(u L)Los{ ]cos( v |

2M

_ J\/% furu =0

l Y Ltiru =0

J\/Z Jfirv =
l\/z ,furv=0

und 0{

« Basisfunktionen sind Wellen, deren Wert fur jede
zweite Frequenz u am Anfang und am Ende des
Intervalls unterschiedliches Vorzeichen haben.

LMU Minchen — Medieninformatik — Butz/Hilliges — 2D Graphics — WS2005 — 18.11.2005 — Folie 47



Basisfunktionen der DCT

1.0 158

0sp

ool

-0.5
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Literatur

» Klaus D. Tonnies: "Grundlagen der
Bildverarbeitung”, ISBN 3-8273-7155-4

(daraus auch viele Abbildungen der heutigen Vorlesung)
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Projekt- oder Diplomarbeit in Fluidum

 |nteraktive
Schreibtischlampe
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