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Frequenz und Periode

* Viele zeitveranderliche Signale sind periodisch oder enthalten
periodische Anteile

* Periodisch: Signalverlauf wiederholt sich regelméaBig

e Periodenlange T: Dauer (in s bei zeitabhangigen Signalen) bis zum
Beginn der nachsten Wiederholung

e Frequenz f: Anzahl der Wiederholungen pro Sekunde (Hz)
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Sinus-Signal
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Beispiele periodischer Signale
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Gradmald und Bogenmalf3

¢ Die GréBe eines Winkels kann in Grad oder als Teil des Umfangs eines
Einheitskreises (27) angegeben werden.

Gradmal |Bogenmah
90° /2

180° s

270° 3/2'm
360° 2T
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Kreisfrequenz

* Die Kreisfrequenz o gibt den pro Sekunde von einem drehenden Zeiger
Uberstrichenen Winkel im Bogenmaf an (rad/s).

w=2r-f =2—7[

Beispiel: Zeigerdarstellung (Phasor) einer Sinusschwingung:

aaNa \ A
90° ° 270° 60°
w2 7 \3wl2/ 2w
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Schwingungen und komplexe Zahlen

t Eulersche Formel:

€'’ = cos(p) +isin(e)

cod Gleichwertige Darstellungen
. einer Sinus-Schwingung:
o K . sin X(t) =a- COS(a)t + 9)
Projektion _ . ot +6
afl 2> = - X(t) o Re(a € )
Im-Achse ‘ Re 1
A
Projektion auf a Amplitude
Re-Achse o Frequenz

6 Phasenverschiebung
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Summieren von Schwingungen

¢ Die Summation zweier periodischer Schwingungen ergibt wieder eine
periodische Schwingung.

* Beispiel:
— Uberlagerung von Sinus/Cosinusfunktionen
— "Phasor"-Darstellung (d.h. drehende Zeiger)

— Summation =
Anfang/Drehpunkt zweiter Drehzeiger am Ende des ersten Zeigers

—

L/ \

Complex Plane Periodic Signal
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Summe harmonischer Schwingungen

* Eine Menge von Schwingungen hei3t harmonisch, wenn die Frequenzen
der beteiligten Schwingungen ganzzahlige Vielfache einer
Grundfrequenz sind.

— Beispiel: X,(t) = 4 cos(3t), X,(t) = 2 cos(6t + 7/4)

Uberlagerung von fiinf harmonischen Schwingungen:

al PN NIVACNIVAS

Complex Plane Periodic Signal
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Fourier-Reihen

* Jede periodische Schwingung kann durch eine Summe harmonischer
Cosinus-Schwingungen angenéhert werden.

x(t) = i a, - cos(kat + 6,)

k=0
a, - cos(6,) Gleichanteil
a, - cos(wyt + 6) Grundfrequenz

a,-cos(kwt+6,) k=2 k-te harmonische Schwingung

* Jede periodische Schwingung kann durch eine (endliche) Summe von
Cosinus-Schwingungen angenahert werden.

— Die "richtigen" Koeffizienten a, lassen sich mathematisch bestimmen.

— Die Genauigkeit der Approximation hédngt davon ab, wann die Summe
abgebrochen wird.
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Fourier-Transformation

¢ Fourierreihen-Approximation funktioniert fir periodische Funktionen
— mit bestimmten (in der Praxis meist erfiillten) Eigenschaften
« Ubertragung auf nicht-periodische Funktionen
— Auswabhl eines Teilabschnitts (in der Zeit)
— Periodische "Fortsetzung" des Teilabschnitts
¢ Fourier-Transformation
— Ubersetzt eine Funktion in den "Frequenzraum" (Spektrum)

— Allgorithmisch relativ einfach, z.B. als "Fast Fourier Transformation" (FFT) in
Hard- oder Software realisiert

— Transformation umkehrbar
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Frequenzspektrum

* Jedes Signal setzt sich aus einer Uberlagerung verschiedener
(Co)sinusschwingungen zusammen.

e Statt Uber das Signal zu reden, kdnnen wir auch Uber die
Frequenzzusammensetzung des Signals reden (das Frequenzspektrum).

* Eine Funktion im Frequenzraum gibt an, welchen Anteil eine bestimmte
Frequenz am Signal hat.

Werteraum Frequenzraum
Signalwert Anteil der
(z.B. Signalstarke) (Teil-)frequenz
Zeit Frequenz

Hinweis: Ebenso einsetzbar bei ortsabhéngigen statt zeitabh&ngigen
Signalen!
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Beispiel: Frequenzspektrums eines Klangs

Sinusschwingung (349 Hz):
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f 001 Werteraum
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Beispiel: Sagezahnfunktion (1)

 Sagezahnfunktion als Uberlagerung von Sinusfunktionen

. ltm]

Fourier-Synthese der Sagezahnschwingung
-T2 T2 t 1.5
i

arme
i 10 Terma — ™
1+ 6 Terme—=:
4 Terme —="

Quelle: D. Rudolph,
TFH Berlin

T
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Beispiel: Sagezahnfunktion (2)

» Darstellung der Sdgezahnfunktion im Frequenzraum
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Frequenzspektrum: Beispiele
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Negative Frequenzen?

C

Im| —
~, sin .
-\\_ N gy ‘.-" ",
Projaktion \ r L&
auf T ] 7
\ /T Re s 1
ImeAchse N J g K \/
/ sin
Ar
Projektion auf
RerAchsa

¢ Positive Frequenz: Drehung des Phasors in mathematisch positiver

Richtung (gegen den Uhrzeigersinn)

* Negative Frequenz: Drehung des Phasors in mathematisch negativer

Richtung (im Uhrzeigersinn)
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Frequenzraum bei Bilddaten

ana
File Heln °

Saeeading Sines 18

Function
Lo
0.75

05
0.25

0.0

Function
Lo
0.75

0.5
025

0.0

Daniel L. Gould <dlgdcs brown.edu=>

Prinzipiell gelten die gleichen
Zusammenhéange fur
(ortsabhangige) Bilddaten wie
fur (zeitabhéngige) Audiodaten
Beispiel links:

— Wertverlauf eines Bildes
entlang einer Linie

— Frequenzspektrum
Details siehe spéater...
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Bandbreitenbegrenzung

* Die meisten Signale haben eine obere und untere Grenzfrequenz, d.h.
niedrigere oder héhere Frequenzen kommen nicht vor oder sind nicht
relevant.

* Beispiel: Audio-Signale interessieren nur im menschlichen Hérbereich

— ca. 20 Hz bis 20 kHz

Amplitude Anteil
t f
20 Hz 20 kHz
Zeitabhangige
Signaldarstellung Frequenzabhéngige

Signaldarstellung
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Abtastung mathematisch betrachtet

* Annahme: Abtastung einer Sinusschwingung mit f, Hz.
— X(t) = sin(wt), o =27f,
* Annahme: Abtastrate ist f..
¢ Erste n Samples:
— O-tes Sample: x(0) = sin(27f,0t,)
— 1-tes Sample: x(1) = sin(2wf, 1t,)
— 2-tes Sample: x(2) = sin(27f,2t,)
e X(n) = sin(2wf,nt,) = sin(2wfynt,+ 27 m) (far beliebiges ganzes m)
— Annahme: m=kn
— x(n) = sin(2w(f, nt,+ m)) = sin(2w(f,+ m/ (nty)) nty)
=sin@m(fy+ k/t,) nt) =sin2x(f, + k) nt,)
— Also: x(n) = sin2rfynt,) = sin@n(f,+ k) nty)

¢ Man kann nicht zwischen den Abtastwerten eines Sinussignals von
fo Hz und fy+k-f, Hz unterscheiden!
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Abtastung im Frequenzraum

o Effekt der Abtastung im Frequenzraum:
— Originalspektrum wiederholt sich im Abstand der Abtastfrequenz

— Originalspektrum ist symmetrisch um den Ursprung, wird auch in den
Wiederholungen gespiegelt.

* Andere (meist zitierte) mathematische Erklarung:
— "Kamm-Funktion" zur Modellierung der Abtastung

— "Faltung" zwischen Original und Kamm flhrt zur Replikation des
Originalspektrums

Anteil

VENNEYYE

Abtastfrequenz
>
Obere Grenzfrequenz
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Abtastung: Beispiel
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Aliasing

¢ Wenn sich die wiederholten Frequenzspektren Uiberlappen, kommt es
zur Bildung nicht vorhandener (Alias-) Frequenzen im rekonstruierten
Signal.

Anteil

NN

Aliasing wird vermieden
wenn 2 <fg

Obere Grenzfrequenz fg
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Frequenzfilter

¢ Filter sind Operationen oder Baugruppen, die selektiv bestimmte
Frequenzbereiche des Signals beeinflussen.

— ldeale Filter: Blenden bestimmte Frequenzen vollstédndig aus, lassen andere
Frequenzen vollstadndig unverandert

— Praktische Filter: Ubergangseffekte an den Réndern

* Filter werden an verschiedenen Stellen der Signalverarbeitung
verwendet

¢ Beispiele:
— Tonhdhenregelung beim Klang (“Equalizer”)
— Frequenzweichen in Lautsprechersystemen
— Farbabstimmung bei Bildern (“Farbfilter”)
— Vorfilterung von Signalen vor Digitalisierung (um Abtasttheorem einzuhalten)
— Rekonstruktionsfilter in Digital-Analog-Wandlern
» Nur Frequenzen des Original-Frequenzbandes relevant
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Filter-Terminologie

¢ Hochpass:

— Lasst hohe Frequenzen passieren,
blendet tiefe Frequenzen aus f

e Tiefpass:
— La&sst tiefe Frequenzen passieren,
blendet hohe Frequenzen aus
¢ Bandpass:

— Léasst Frequenzen in einem bestimmten f
Intervall passieren, blendet héhere oder
niedrigere Frequenzen aus

 Filter sind genauer durch
Grenzfrequenzen beschrieben
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Rekonstruktions-Filter

¢ Wie funktioniert die Rekonstruktion eines analogen Signals aus einem
digitalen Signal?

— Digitales Signal verstanden als Impulsfolge (impulse train), also als
zeitabhangiges Signal

— Signalspektrum enthélt viele hohe Frequenzen

— Es genigt, das Frequenzspektrum auf die im Original zulassigen
Frequenzen zu begrenzen (Tiefpass mit oberer Grenzfrequenz des
Originalsignals)

¢ "ldealer Tiefpass"

— Mathematische Konstruktion ("sinc"-Funktion)

— In idealer Form nicht praktisch realisierbar

— Liefert mathematisch gesehen das analoge Originalsignal
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