Computergraphik 1
2. Tell: Bildverarbeitung

Fouriertransformation Ende
FFT, Bildrestauration mit PSF
Transformation, Interpolation
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Reprasentation als Exponentialfunktion

* Taylorrethenentwicklung fiir Kosinus und Sinus:

2 4 6 3 S 7

X° X X : X X x

cos(x)=l-—+———+... sSIN(X)=X——+———+...
2! 4 6 3 57
* Taylorreithenentwicklung fiir e™:
- x x* X 2 IX (1'.\' ‘)2 (1'.\‘ )
¢ =l+—F+—+—+... e =l4+—+- + +...
20 3 I! 2! 3!

» Es gilt daher wegen i#= -1: cos(x)+i-sin(x) = e

* Phasenverschiebung o kann in komplexen Funktionen als Multiplikation
ausgedriickt werden:

i(x+0) _ _ix _io

cos(x+a)+ism(x+a)=e =ee
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1D-Basisfunktionen

Bildfunktion: f(1), =0 N-1. 1 [ BB

also: N Basisfunktionen

b, (n) —exp(i-2n/N-n-u), mit Frequenzen v 0,N-1
zB.by(n)=[(1.1),(1.1), ... (1.1)]
Transformation FT : FT(f)=F =1 - B (Vektor-Matrix-Schreibweise)
Flu) =Zm‘/(n yexp(-i-2n/N-n-u), fur alle ©=0,N-1
Riicktransformation FT™!: FT/(F) = F-B! (Vektor-Matrix-Schreibweise)

J(n)=1/N" zn F(u)-exp(i-2n/N-n-u), fur alle n=0,N-1

AN

Skalierungslaktor. weil die Basisfunktionen nicht normiert sind.
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2D-Basisfunktionen

Welle m Ortsbereich Basistunktionen sind Wellen (Frequenz.

‘ Richtung. Amplitude. Phase):
\ exp(7-2t/N-(mu+nv))
% Richtung 1st durch Vektor (1 v) gegeben.

. Dic Basisfunktionen der 2-D Fourier-
transformation sind zerlegbar:

F(u.v)
(komplexer) Funktionswert N ’
un Frequenzbereich /
>

"

expli- 2 N-(mu+nv)) =
exp(7- 2T/ N-m-u)exp(i- 20/ N-nv)
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2D-Fouriertransformationspaar

Transformationspaar fiir Bilder
der Grofie MxN

Transformationspaar fiir qua-
dratische Bilder der Gréfie MVxV
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Phase und Amplitude

Das Resultat der Fouriertransformation ist eine komplexe Funktion F(u).

Der Betrag eines Funktionswerts ist die Amplitude und der zur reellen
Achse 1st dic zur Gewichtung der betreffenden Basisfunktion
f(m)
Re Frequenzraum
mplitu
Im m

Amplitude H \/ \—/
u

Ortsraum
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Beispiele f. Amplitude
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Darstellungsweise

Amplitude
Original (zentriert,
d.h. von —N/2
bis N/2)
Amplitude Ampli’Fude
(log. Skala) (zentriert,

log. Skala)
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Beispiele

Amplitude
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Einfluss von Amplitude und Phase

Rekonstruktion aus
Amplitude allein

Amplitude

Amplitude von
normalverteiltem
Rauschen
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Translation

y : S - ~
R Entsprechende

F(u.v) Verschiebung Welle im Ortraum

o um (Ax, Ay)
periodische

(u.v) . Wellenrichtung
Funktion im
IF'requenzraum
>
u

* Translation im Ortsbereich [tihrt zu einer Translation der zusammensctzenden
Wellen.

« Umfang der Translation hingt vom Unterschied zwischen Wellenrichtung
(2 v) und Translationsrichtung (Ax Av) ab.

* Im Frequenzbereich bedeutet die Translation eine Phasenverschicbung.
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| rans
Phasc
F(u.v)

Translation Amplitude

(A, An) tohr
ung
ex UN-(u-Amtv-An)

......

|l 'll

o .\
slatiol
‘nrcrschich
=1y

lll

ll M f \\ W
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Phasenverschiebung

Poy —(Ax, Ay)|-cos(a) / T, mit cos(a) - Winkel zwischen Wellenrichtung
und Richtung von (Ax, Ay)

T,, - Wellelinge = I/'Frequenz
gszzgfs?ﬁ‘ v Entsprechende
(Av, Av).(u,v) .v Frequenzraum Welle im Ortraum
cos(a)—
(A, Av) (i) . F(u,v)
(u,v)
7, . = N2nm (u,v)

Z Puy— eXpli2/N-(uAx+vAy)
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Rotation: F(u,v) wird in gleicher Weise rotiert wie f(m,n).
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Periodizitat und Symmetrie

e Fiir ein- und zweidimensionale Funktionen mit M bzw. M und N
Werten gilt:

— F(u) = F(u+M), f(m)=f(m+M)
— F(uy) = F(u+M.,v) = F(u,v+N) = F(u+M v+N)
— flm,n) = f(m+M,n) = f(m,n+N) = f(m+M,n+N)

« Fiir reellwertige Funktionen /' gilt fiir die Fouriertransformierte:
F(u) = *F(-u)
F(uyv) = *F(-u,-v)
(reduziert die zu berechnenden Werte um die Hilfte)

*x=a-ib 1st die komplex-konjugierte der komplexen Zahl a=a+ib.
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Separabilitat

Die Tourtertransformation 1st separabel. d.h., sie kann zuniichst in M-Richtung
und anschlieBend auf diesen Zwischenergebnissen in N-Richtung ausgefiihrt werden.

kann aus der inneren Summe
ausgeklammert werden.

[(1.v) = 1.1\'3-2\. Zu f(m.n)exp(- -2 (uem+vn)/N)
1.".\'12\. Z.u flm.n)yexp(- i 2mum/Nyexp(-i:2nvn/N) ‘
= 1.~;\'2-2\. [Z.“_f(m.n)-e.\;p(- i-2:r-um.u\'_)]~exp(-i'27t'\'n;;\') “
= 1.".\'3.2\, F, (mn)exp(--2m-vn/N)

m - - .

»
S

>
n >
Reduziert den Berechnungs- :
aufwand von O(N?) auf O(N). >

> YYVYVVYYYY
f(m,n) F.(u,n) F(u,v)
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Konvolution und Korrelation

-2 -1

-2 | -2
0 -2 -3
0 -2 |-3
0 -2 | -2
0

Worst case Aufwand im Ortsraum: N4 flr Kantenlange N des Bildes
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Konvolution und Korrelation

» Konvolution und Korrelation sind zwel eng
verwandte Filter-Operationen.

» Beide konnen im Ortsraum und im
Frequenzraum ausgefuhrt werden.

* Die Operation im Frequenzraum ist eine
einfache Multiplikation (Aufwand N2).

LMU Miinchen — Medieninformatik — Butz/Hoppe — Computergrafik 1 — SS2009 Folie 18



Konvolution im Frequenzraum

h(m)-exp(-i2num/N)

m

‘ Fu)-H(u) ‘ =Zk_/(k)-exp(-iZmzk/:\") 2

=2 2, | k) exp(-i2nuk/N)-h(m)-exp(-i2num/N)|

=2 2. | /ik)-h(m)-exp(-i2muk/N)-exp(-i2num/N)|
(Verschiebeeigenschaft /i(m)-exp(-i2muk/N) = h(m-F))

=ZmZk/( k) him-k) -exp(-i2num/N)

=2 [ij(/c)-/z(m-/c)J°cxp(-i27tum./x\")

m

= FT[ 2, fik)h(m-k)] J[ FT[[/*h](m)] ‘
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Konvolutionskern

* Konvolution (1D): [f*h|(m)=X,__, , flk)-h(m-k)

« Die meisten Konvolutionsfunktionen h sind nur in einem
klemen Intervall von Null verschieden (Konvolutionskern).

« Mit h(n)#0 fiir -K=n=Kast: [f5h|(m)=Z,_ x x Tk)-h(m-k).

J Pn)hlcm
- q A
=3

3 >
>
>

« Problem: Rand von /.
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Konvolution am Bildrand

« Losung 1: periodische Fortsetzung des Bildes
(diese Losung wird automatisch gewihlt, wenn 1m Frequenzraum
multipliziert wird)
« Lo6sung 2: Rand 1st undeliniert
— Beibehaltung des urspriinglichen
Resultats 4

| .0schen der Randwerte
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Diskrete Kosinustransformation (DCT)

« Zerlegung in Wellen unterschiedlicher
Frequenz.

 Sehr ahnlich zur Fouriertransformation.
 Basisfunktionen sind reell.

* Wird vor allem bei Kompressionsverfahren
verwendet(JPEG).

 Wie lassen sich genugend reellwertige
Basisfunktionen finden?
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Basisfunktionen der DCT

((2n+1)vx)

“(2m+ 1 ur)
cos‘ '
2N J

) N e \-1 V-1 N
Cluv)=alu)alv)y,, 2., o Fmn)eos ==

y YR p— 3 (QRu+1)mz) ((2v+lz’
flmn)=2"" "> " alu )or(v)Clun )w.\l\ ST T

'y, Lfuru=0 | 'V, firv=0
YV /M V7N
und  a(v)=<
I/

alu) =
lu .\,1 ;/.‘\»

|\,' % Sturu#0 gurv =0

« Basisfunktionen sind Wellen, deren Wert fur jede
zweite Frequenz u am Anfang und am Ende des
Intervalls unterschiedliches Vorzeichen haben.
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Basisfunktionen der DCT

k_ﬁ\

—

/

\ /

/
\/\ \/ \//
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Literatur

» Klaus D. Tonnies: "Grundlagen der
Bildverarbeitung", ISBN 3-8273-7155-4

(daraus auch viele Abbildungen der heutigen Vorlesung)
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FFT und Anwendungen der
Fouriertransformation
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Fouriertransformation: Grundidee

« Beschreibe beliebige Funktion als gewichtete
Summe periodischer Grundfunktionen
(Basisfunktionen) mit untersch. Frequenz

N—— . - AW AYAYWAS N S N

+ 0.0 sIn(9oXx) c VNN /\/\/\J\/\/\/\/\
A+B+C

+ 0.4 sin(7x) DA A AYAYAVAVAVAVAVA /\W\AA/\/V\/\/\

A+B+C+D
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Uberlagerung von Schwingungen:
anschaulich

1

Pertoak Signal
f-ml cwulnmmui ["_ -hnll

http://www.jhu.edu/~signals/index.html

Play ] Clear I

Penca

: e
~ seusee wive  Sangularwive T mputie bas Terms
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Fourier Transformation zum Anschauen

o http:// .t
www.cs.brown.edu/

exploratories/ SN,

=101 x)

//% w

075
05
0.25
0.0

05
025 ‘
00

Daniel L. Gould <digffcs e own.ote
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http://www.cs.brown.edu/exploratories/
http://www.cs.brown.edu/exploratories/
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http://www.cs.brown.edu/exploratories/

Fast Fourier Transformation
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Vorgehensweise generell

* Vereinfachende Annahme: N=2% k>1

* Nutze Separabilitat, um 2D-FT auf 1D
zurickzufuhren (O(n4) - O(n3))

e Teile Summe in zwei Teilsummen auf

* Finde Gemeinsamkeiten in den

Tellsummen und berechne beide
Teillsummen miteinander

 Betrachte die Teilsumme und unterteile
rekursiv bis N=1 (O(n3) - O(n?log n)
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Separabilitéit

F(u, v)——E E f(m n)exp —z%(um+vn)
=%E En Of(m n)exp —z%um exp —zz—nvn
=%EZ; ( En Of(m n)exp —z%cvn ;lexp —l%um
=%EZ;;exp:—i%cum:(%Eiﬁf{m,n)exp —i%ﬁvn >:=
=%EZ;;exp-—i2%um-Fu(m) = —

YYVvYVvvy

Vorgehensweise: F (m) fur alle

Spalten m berechnen und dann ‘ ]
bei den Zeilen verwenden. f(m,n) F(u,v)

rvvyvywvyeyy

yv
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Divide Schritt

e Teile Summe in zwei Teilsummen auf

N =2K,W, =exp(—i2—n\7
N)
N

F =30 f 07,

1 2K -1

YDA RARUET

=l i k- 2nu i K-1 (2n+l)u\l
> ( I% Y o S@m )™ + " PONWACZESV A )

 Finde Gemeinsamkeiten in den Teilsummen
1 K-1 2 nu 1 K-1 2nu
F,.,(u)= I'e En=of )W, )™ F (1) = X EO f@Cn+D)(W,i)

F0) = (o 0+ Foay )07 )")
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Ausnutzen der Periodizitat

(WK )HN = (WKyﬂ(WZK )HK = _(WzKy
Pt K)= (o K Fo e KN )

B % (Feven (” )‘ Fou (” XWzK y )

« Also kann man F(u+K) mithilfe F(u) berechnen
(einmal F,., + F 49 €inmal F ., — Fo44)

« Betrachte die Teilsumme [0...K-1] und unterteile
rekursiv bis K=1 (O(n3) - O(n?log n)
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Restauration linearer
Bildstorungen
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Beispiel I: Bewegungsunscharfe

Uber einen Zeitraum At wird ein Kamera

Objektpunkt p auf immer andere —-
Punkte auf dem CCD-Chip \ M

abgebildet.
Bei unbewegter Kamera sei die
Bildhelligkeit des abgebildeten \./ Objekt
Punkts h. .

Dann ist sie bei bewegter Kamera

h/As, wobei As die zurlickgelegte stal]
Strecke ist.
Wenn As fur alle Punkte gleich ist,

dann lasst sich die Veranderung < .

durch eine Faltung beschreiben. Is
bewegl
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Bewegungsunscharfe

* Faltungskern ist eine Funktion w mit

. | — | = AS
w({i-cosa,7-sma) =4 Ay |2
0 sonst
* Der Winkel a gibt die Bewegungsrichtung an.
« Die Strecke As gibt die Strecke an, um die sich der
Punkt bewegt hat:
as =LA
/P Objekt
- Ry it | Linse B
— /> Brennweite / . ?AS
—  Z: Objektabstand [ —— ﬂ"}' -
— AS: Bewegung in der X-Y-Ebene Bild “ >

: . /7
P: Pixelgrolie
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Bewegungsunscharfe

Gestortes Bild Original Faltungskern
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Reprasentation linearer Storungen

« Jede verschiebungsinvariante
lineare Operation wird
vollstandig durch die N
Faltungsfunktion beschrieben.

* Die Faltungsfunktion
beschreibt die Operation fur
beliebige Bilder

* Die Faltungsfunktion kann als
Resultat der Veranderung
eines Punkts erzeugt werden /

* Punktantwort = Point Spread
Function (PSF) Bild (PSF)

Szene

v

‘ Aulnahmesystem ‘
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Beispiel |l: Fokussierungsunscharfe

« Mal} der Unscharfe hangt [inse Optische
vom Punktabstand z, der T~ /] Achse
Brennweite der Linse fund —
der Kammerkonstante f, ab. ™

— B

* Linsengesetz: |- = —+ — < 1 =

z -z

« Grolde des d s [ d

Unscharfekreises: [, = < = =

* Unscharfe kann durch
Aufnahme eines
punktformigen Testobjekts
angenahert werden.
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Fokussierungsunscharfe

Wie kann die Storung ruckgangig gemacht werden?
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Bildrestauration

« Ziel: Korrektur des Bildsignals um bekannte und
unbekannte Storungen

* Annahme: Storung kann durch einen
verschiebungsinvarianten linearen Operator h
beschrieben werden.

* g(x,y) = (Storung durch PSF h) = g'(x,y)
* g(xy) =1h"gl (x.y)

 PSF beschreibt die Storung = Wie kann die
PSF bestimmt werden?
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Gesucht: PSF

RS- s iay A §
okussierung

LIS

PSF
Gesucht:
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PSF von Testbildern

« Annahme: Storung ist unveranderlich und
Testaufnahme ist moglich.

« Durch die Aufnahme eines punktformigen
Objekts kann ein d-Impuls approximiert werden.

« Aufnahme ist eine Naherung fur die PSF.
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PSF aus dem aufgenommenen Bild

[ g

//

Approximation aus
verschiedenen Richtungen

« Testaufnahme ist nicht moglich: Naherungsweise
Bestimmung der PSF durch Betrachtung von Punkten
oder Linien im gestorten Bild.
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Kanten

* Die meisten Bilder weisen wenige Linien oder
Punkte auf, aber Kanten konnen in fast jedem
Bild gefunden werden.

LMU Mianchen — Medieninformatik — Butz/Hoppe — Computergrafik 1 — SS2009 Folie 47



1D-Kanten

f(x) ') Die Stirke einer Kante
hingt von der Steigung der
FFunktion ab:

Betrag der ersten Ableitung
A bestimmen.

f(n) f'(n)=f(n+1)-f(n)

/ e ® 00 ‘ o . . <

° Fiir diskrete Funktionen:

o Ablertung wird durch
o ® e%e )

. o o Differenz angenihert
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Kanten im 2D-Raum: Gradienten

f(x . : = e
( ,Yi Richtung: Richtung der grofiten Steigung.
Y Linge: Starke der stirksten Steigung.
>

« Gradient im kontinuierlichen Raum (x,y): Vektor der partiellen Ableitungen
der Bildfunktion in x- und y-Richtung: (f(x,y)) = (dflox dfldy)

» Approximation des Gradienten: Differential wird durch Differenz
approximiert:

(}.'(/)(m.n) ~ G (mn) G (man)]=[f(mn)-f(m-1.n)  [fim,n)-f(imn-1)]
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Elemente des Gradienten

Betrag (Kantenstirke)

Richtung

VIR

Betrag :squ((i‘:+(r‘_,.z)
Richtung: tan" (G /G )
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PSF aus Kanten

Kantenverlauf

>

« PSF kann auch aus dem Verlauf einer als ideal
angenommenen Kante approximiert werden.
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Invertierung der Storung

« Uberflihrung der Représentation in den Frequenzraum:
 G'(u,v) = FT[g'(m,n)] = FT[[h*g](m,n)] = H(u,v)-G(u,v)

* Invertierung:
« g(m,n)=FTG'(u,v)/H(u,v)] (Inverse Filterung)
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Inverse Filterung

anll |

* Theoretisch: vollstandige Ruckgewinnung der
Information aus den gestorten Daten
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Bewegungsunscharfe

FT(PSF)
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Bewegungsunscharfe

Resultat der inversen Filterung FT-1[FT (g')(u,v)/FT(PSF)(u,v)]
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Numerische Probleme bei der inversen
Filterung

_h* = _ 7l G(u,v)\_
g=h*f= flmn)=FT )]

* Problem: Nullstellen von H
— Treten auf, falls h als Matrix nicht den vollen Rang hat

— Auch kleine Werte von H sind numerisch schon ein
Problem

 Deswegen in der Praxis:

rG(u,v)
Fu,v)=- H(u,v) Hwv)> Hy,
L 0 sonst
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Rauschen

* Problem: Inverse Filterung genht von idealen
(ungestorten) Daten aus

* |n Wirklichkeit enthalten Bilddaten Rauschen

* Dieses Rauschen wird bei der inversen Filterung
extrem verstarkt

 Rauschen lasst sich nicht ,herausrechnen®, da
es nicht wiederholbar ist
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Rauschen

Nur PSF \
\ ” I

PST und Rauschgn

\, —>
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Ad-hoc Losung

» Gewichte die Wirkung der inversen Filterung mit
der Amplitude der Storungsfunktion im Verhaltnis
zur mittleren Amplitude

1 ‘H(u,v)
H(u,v) A,

* Problem: Gewichtung nimmt keine Rucksicht auf
die Signalstarke von F

LMU Mianchen — Medieninformatik — Butz/Hoppe — Computergrafik 1 — SS2009 Folie 59



Wiener Filter

‘H(u v} oa’er 1 ‘H(u v}

H(u V)‘H(uv 2 (S (uy(u V)} H (u, V)‘H(u v} +k

« Wobei S, und S;die Spektren des Rauschens
bzw. der ungestorten Funktion sind
— S, =0 (ungestort) =» perfekte inverse Filterung

« Leider ist S,7 In der Praxis meist unbekannt
* Losung: heuristisches Wiener Filter mit k
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Beispiel

gestortes Bild durch Inverse Filterung ..restauriert™
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(Heuristisches)
Wiener Filter

K=0.0001
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Transformation und Interpolation
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Transformation und Interpolation

 Die Transformationen Translation,
Rotation und Skalierung sind auf reellen
Zahlen definiert:

X) ([ cosa sma | x (X +dx ) (X (X

|
—sina cosa )\ v

X

\
|
| =
I

Roft dy
V)

"l
| = \S(
)

. 1,

- — -\
L) v+dy ) LV LV

 Digitale Bilder haben einen ganzzahligen
Definitionsbereich.

* Nach Transformation ist eine Interpolation
notwendig.
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konstant

Interpolation

« Konstante Interpolation N
(Wert des nachsten e e w,.ﬁ
Nachbarpixels) - 4%

* Lineare Interpolation

 |nterpolation durch
Polynome hoheren
Grades.

* |Interpolation im
Frequenzraum.

-_s

r»>

linear

_ -
L N
3 .‘q=!lh| s

r »
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Konstante Interpolation

Transformation
des Gitters

Transformation
der Pixel
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Bilineare Interpolation

x—m\l n X‘YI1'1 xt'.ohy"o'

8%

Xm'y'| )(yr X-r.'-y—\

Erster Schritt:

Zweiter Schritt:

gle.y)= 21" g (v, . v)+ ——"g
AT B X - X

el m ml m
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Polynome hoheren Grades

 Interpolation der Bildfunktion durch mehr als 2
Stutzpunkte

* Polynom n-ten Grades interpoliert n+1 Punkte

« Die Bildfunktion wird besser angenahert, wenn mehr
Terme der Taylor-Approximation berucksichtigt werden.

« Ableitungen fur die Taylor-Reihe werden durch
Differenzen angenahert.

« Grad des Polynoms ist ein Kompromiss zwischen
— steigender Anzahl berucksichtigter Terme der Taylor-Reihe.
— steigender Ungenauigkeit der geschatzten Ableitungen.

[

bilinear bikubisch
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Interpolation im Frequenzraum

 Die Basisfunktionen der Fouriertransformation
haben einen reellen Definitionsbereich.

» Ein Funktionswert kann an beliebiger Stelle (x,y)
bestimmt werden durch

gr(ny)= 203 F . v)exp| i2

N
\

(ux vy
+= |
\ M N /

* Die Interpolation ist exakt, falls die ursprungliche
Funktion f bandbegrenzt ist (was die meisten
Funktionen jedoch nicht sind).
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